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1. Introduccio´n
En 1989, R.L. Devaney publico´ su libro “A Introduction to Chaotic Dynamical Sys-
tems” que es una introduccio´n muy amable a la teor´ıa de Sistemas Dina´micos Cao´ticos
[1] cuya atencio´n fue significativa en los an˜os siguientes. En este libro, Devaney define a
una funcio´n cao´tica como una funcio´n continua f : X −→ X (X esp. me´trico) tal que:
1. f es transitiva
2. El conjunto de puntos perio´dicos de f es denso en X
3. f tiene dependencia sensitiva sobre las condiciones iniciales.
Aparentemente estas tres condiciones son “independientes”, sin embargo sucede que
(1) y (2) implica (3). J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis y P. Stacey fueron los que
primero hicieron esta observacio´n. En el presente art´ıculo presentamos una demostracio´n
de nuestra autor´ıa.
2. El Caos segu´n Devaney
Definicio´n 1. Sea X un espacio me´trico (X infinito) y sea f : X −→ X una funcio´n.
Se dice que f es transitiva si para todo par de abiertos no vac´ıos U y V de X,
existe k ∈ N tal que f (k)(U)
⋂
V 6= φ
Se dice que x ∈ X es un punto perio´dico de f si f (k)(x) = x para algu´n k ∈ Z+.
Se dice que f tiene dependencia sensitiva sobre las condiciones iniciales si existe
δ > 0 (llamada constante sensitiva) tal que para todo x ∈ X y para toda vecindad
N de x, existen y ∈ N y n ∈ N tal que
d(fn(x), fn(y)) > δ
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Definicio´n 2. Sea X un esp. me´trico infinito. Una funcio´n continua f : X −→ X es
cao´tica sobre X si
1. f es transitiva,
2. El conjunto de puntos perio´dicos de f es denso en X, y
3. f tiene dependencia sensitiva sobre las condiciones iniciales.
3. Teorema de simplificacio´n
Teorema 1. (1) y (2) implica (3)
Demostracio´n. Supongamos que f es transitiva y que los puntos perio´dicos de f forman
un conjunto denso en X .
Escojamos dos puntos perio´dicos arbitrarios q1 y q2 con o´rbitas distintas O(q1) y
O(q2).
Sea δ0 ≡ d(O(q1), O(q2)) > 0.
Entonces ∀x ∈ X, d(x,O(qi)) ≥ δ0/2 para algu´n i = 1, 2. Es cierto, pues:
δ0 ≤ d(q1, q2) ≤ d(x, q1) + d(x, q2) ≤ d(x, qi) + d(x, qi) = 2d(x, qi) ∀qi ∈ O(qi)
Entonces ∀x ∈ X, d(x,O(qi)) ≥
δ0
2 para algu´n i = 1, 2.
Por lo tanto, tenemos el siguiente:
Lema 1. Existe un nu´mero δ0 > 0 tal que para todo x ∈ X, existe un punto perio´dico
q ∈ X tal que d(x,O(q)) > δo/2.
Probaremos que f tiene tendencia sensitiva sobre condiciones iniciales con constante
sensitiva δ ≡ δ0/8.
Sea x un punto arbitrario de X y sea N una vecindad cualquiera de x.
Como el conjunto de puntos perio´dicos de f es denso en X , existe un punto perio´dico
p ∈ N
⋂
Bδ(x) =: U.
Supongamos fn(p) = p (n es el per´ıodo de p). Como ya probamos antes, existe un
punto perio´dico q tal que d(x,O(q)) ≥ 4δ. Consideremos f−i(Bδ(f
i(q))), i = 0, 1, ..., n.
y fijemos V =
⋂n
i=0 f
−i(Bδ(f
i(q))). Claramente V es abierto y V 6= φ (pues q ∈ V ).
Como f es transitiva, ∃y ∈ U y ∃k ∈ N tal que f (k)(y) ∈ V.
Sea j =
[
k
n
+ 1
]
. As´ı, 1 ≤ nj − k ≤ n. Entonces
fnj(y) = fnj−k(fk(y)) ∈ fnj−k(V ) ⊆ Bδ(f
nj−k(q)).
Ahora bien, fnj(p) = p y, por la desigualdad triangular,
d(fnj(p), fnj(y)) = d(p, fnj(y)) ≥ d(x, fnj(q))− d(fnj−k(q), fnj(y))− d(p, x)
Entonces, como p ∈ Bδ(x) y f
nj(y) ∈ Bδ(f
nj−k(q)), tenemos que d(fnj(p), fnj(y)) >
4δ − δ − δ = 2δ.
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Nuevamente, por la desigualdad triangular, tenemos que
d(fnj(x), fnj(y)) > δ o´ d(fnj(x), fnj(p)) > δ.
En cualquiera de estos casos, tenemos encontrado un punto z ∈ N (z = p o´ y) tal
que d(fnj(x), fnj(z)) > δ, con la cual hemos probado que f tiene dependencia sensitiva
sobre las condiciones iniciales con constante sensitiva δ. ♦
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